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3390. a)a,,,

T
=0, ezt akkor veszi fel, ha x= T Hozzunk koz0s nevezOre, alakitsuk at a
4 2 4 2

: = +— .
2-sinx-cosx  sin?2x  sin2x

kovetkez6 alakira: a (x) = - >
4 -sin“x-cos™ x

b) b.,=2-,/2,ezt akkor veszi fel, ha x = —. Mivel b (x)> 0 a megadott intervallumon, ezért

2

min

+
T
4

1
pontosan ott van a minimuma, ahol a négyzetének. b*(x) = [ + — ] =..=
cosx  sinx

1 4 1 1
- P =4 +——|=s.
sin?x-cos’x  2-sinx-cosx sin2¢  sin2x

T
c)c . =2-/2 + 2, ezt akkor veszi fel, ha x= T Alkalmazzuk a szdmtani és mértani kozép

min
1 1 | Kaoiuk. h 1 1 -
és -re! Kapjuk, ho —+ =
inx cosx PlJ & inx  cosx
. Itt egyenl6ség akkor és csak akkor van, ha —— = . Mutassuk meg,
sinx  cosx

2
27
J/sinx- cosx
1 2-/2 .

n
hogy ez x=I-nél teljestil! Tehat c(x) = + =..=

/sinx-cosx ~ SMX-COSX J/sin2x

b
=22-/2+2.d)d ;=2 /2 +4, ezt x= Z-nél veszi fel. Hasonl6an jarhatunk el,

kozotti egyenlStlenséget a pozitiv

+

sin2x
T
mint az el6z6 feladat megoldasandl. e) A kifejezés minimuma 2- /2 + 2 és ezt x = - nélveszi
1 1 1

fel. A kifejezést hozzuk a kovetkezd alakura: +—+— . Alkalmazzuk az
cosx sinx  sinx-cosx

elsd két tagra a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget, kapjuk hogy
cosx

1 1 1 1 2-/2 2
+—t— >2. — +— = + — =>2-/2 +2.
S x SINX-COSXx COSXx-SImx SINx-CoSx /sin 2x sin2x

n T _ a*+b?
3391. K .= 5 ¢ ezt x;=x,= ... =x,= Z-nel veszi fel. Alkalmazzuk az a-b < 5
. 1 . 3 B ) . sin® x,+ cos’x, .
ismert és konnyen igazolhato egyenlStlenséget! sinx, - cosx, < 5 sinxcos X3 =
;2 2 2 2 .2 2
sin® x, + cos” x; ) sin“x, _,+cos"x, sin” x,, + cos” x,
<———, .., 8inx,_, cosx, = , sinx, cosx;< ——————
2 2 2
Adjuk 6ssze ezen egyenlStlenségeket, kapjuk, hogy:

K=—- ((sin2 x,+ cos’ xl) + (sin2 X, + cos xz) o+ (sin2 x,+ cos® xn)) =

s en=2
= D=
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8
zuk e hdrom tényezGre a szamtani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget!

1 Ve 3
3392. a)a,,=—ésezt x= g-nél veszi fel. a (x) = cosx- cosx- [2 -2 cosx]. Alkalmaz-

3 COsx +cosx+——2-cosx 1
; cosx-cosx-[2 —2vcosx] < 3 . Ebbdl kovetkezik, hogy a (x) < 3

8
max™ 7 ezt akkor veszi fel

2
a fiiggvény, amikor x = arc cos - = 0,8411. b(x)=cos x-cos x-(2—2-cos x), ezutan hasonléan

3
Egyenl8ség akkor és csak akkor van, ha cosx = 5 2-cosx.b) b

27
Hasonl6an oldhatjuk meg, mint az el6z6 két feladatot. A kdvetkez6kben is k, [, m, n, p, q, u, v
tetszGleges egész szamokat jelentenek.

8 2
jarjunk el, mint az el6zd feladatnal. ¢) c,,,,=——, és ezt akkor veszi fel, ha x =arc sing =0,7297.
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T T
3393. x=(k—0) 5 y=(+D .

T 3.7
x=—+k 2 m, x2=T+m~2~rr,
3394. 4) Pt T Adjuk 0ssze az egyenletrendszert!
y1=?+l-7z’; y2=?+n-7f.
T T 3. 3.7
b) x1=Z+k-2-7r, x2=—Z+m-2~7r, x3=T+p-2-7z', x4=—T+u-2-7z',
n=1lm; Y,=n-m; Y;=q° 75 Yo=vo 7
Adjuk 6ssze az egyenletrendszert!
x=k-m, X,=m- 7, x;=0,2527+p-2-7, x,~2,8889+u-2-m,
3395. 4 i 3.7 i ; i
)y1=I+l-71; y2=T+n<7T; y3=7+q-7r; y4=7+v-7r.
L k2 SR
X, 1 T, X, 4 m T,
b) 7 7
y1=7+l~7r; y2=?+n~7r.
b
x=g+k'7l',
3396. «) P . Fejezziik ki a masodik egyenletbdl y-t és helyettesitsiik be az els
y=——k 7.
6

egyenletbe, majd alkalmazzuk a megfeleld 0sszegzési tételt! Hasznaljuk fel a konstans eltiin-
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tetésére az 1 = sin’x + cos” x azonossdgot, majd osszuk el az egyenletet cos® x-szel, amikor ez
nem nulla! Kapunk tgx-re egy masodfoka egyenletet. (Mutassuk meg, hogy cosx nem lehet
nulla!)

T
=k, Xn=—+I0m,
b){ 3= oo ;‘;
yl_ 4 71" y2:7—lﬂ'

Hasonl6an jarhatunk el, mint az el6z6 feladatban, a végén kis eltéréssel. Ugyanis a végén ren-
dezziik nullara az egyenletet és alakitsuk szorzatta!

3.7
x=— +k-m,
3397. a) . Hasonl6an kezdhetjiik el, mint az el6z6 két feladatot. A tovab-
=——+k
y 6 T
biakban az 6sszegzési tétel alkalmazasa utan cosy-nal osszuk el az egyenletet (ha x-et fejeztiik
ki korabban)!
2Tk Z vk >k
X=— -7, X=— ST, X=— -7,
b) 3 ¢ 2 d) 60
"k ik _3T
Y5 TE T O TR O d
Vs L x=0+1m,
3398.0 1" 3 TV L w
n=0+k m; =Ty T

Fejezziik ki x-et az els6 egyenletbdl és helyettesitsiik be a masodik egyenletbe! Alkalmazzuk a
megfeleld Osszegzési tételt, szorozzunk a nevezdvel, rendezziik nullara az egyenletet, majd
alakitsuk szorzatta!

77 5.1
Xlzv-f'k‘ﬂ', .XZ:Y-FI‘H',

b) 5 Vs
y1=—w+k'7[; y2=—Z+l'7T.

Hasonl6an kezdhetjiik el, mint az el6z6eket, itt tgy-ra masodfoku egyenletet kapunk. ¢) Az
egyenletrendszernek nincs megoldésa a valds szamparok halmazan. Hasonlé mdédszerrel old-
hatjuk meg, mint az el6z6t. d) Az egyenletrendszernek nincs megoldasa a valds szampérok hal-
mazan.

T
x2=7+m-7r, )

x,=k-m, . . .
3399. {y1=142-71' 7 (sin®x) + cos* x = sin® y + cos® y = 1. Mésrészt a
! ’ y2=7+n-2~ﬂ'.

sin® x + cos® x = 1 azonossag négyzetre emelése utdn kaphatjuk, hogy sin* x + cos* x =
=1—2-sin’x- cos’x. Igy 1 — 2 - sin? x- cos” x = 1. Folytassuk!

IV
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2z SRy 2kl Sy
sa00. | 4 2 [RTaTT BT LEL TR
- T 3 T 4
y1=Z+l~2-71'; y2=T+m-2-71'; y3=—Z+n-2-7[; y4=T+p-2-71'
.6 6 1
3 3 1 1 SIn” x + cos xzz,
sin® x + cos® x = (sin? x) +(cos” x) =...=Z~(sin2 y +cos’ y)zz. Igy 1
sin® x=—siny.
2
. - 1—cos2x | 5 1+ cos2x . .
Hasznaljuk fel, hogy sin” x = — &scosx=——", ezeket beirva az el6bbi egyen-
letrendszer elsd egyenletébe, majd rendezve az egyenletet, azt kapjuk, hogy cos 2x = 0.
T X x,= 1,1071 + m- «,
3401. [HT 4 TR T Vegyiik figyelembe, hogy az els6 egyenlet a
7. Y,=—+n-m.
= l 5 4
. . 71'
kovetkezd alakra hozhat6: sin(x + y) = sin 5 (x— y)].
117 iy 3.7 o
X, = o | x=——+ 1,
12 4
3402. ) . 5.1
y1=Z+k'7T; y2=w+l'7l'.

Fejezziik ki az elsd egyenletbdl x-et, majd ezt helyettesitsiik be a masodik egyenletbe! Alkal-
mazzuk a megfeleld 0sszegzési tételt, majd szorozzunk a nevezdvel és tgy-ra kapunk egy ma-
sodfoku egyenletet.

s s
. Xlz—ﬁ'i'k'ﬂ', XZZ—Z'FZ'H',
)\ 17w e _10w
yl 12 > y2_ 12 .
' 7T+21 i
x=— =,
3403. S,
y=Tg—+2:1- 5.
5.7+ /25 -7*— 16 5-m— /25 -7*— 16
x]= 4 5 x2= 4 5
3404.
5-m— /25 -7*— 16 5.7+ /25 -7*— 16
= 5 Vo= .
4 4

Az els6 eéyenletb(il kaphatjuk, hogy x-y = 1. A masodik egyenletet rendezziik at ugy, hogy az
1 maganyosan élljon a jobb oldalon! Majd alkalmazzuk a bal oldalra a megfeleld Osszegzési
tételt! Vegyiik majd figyelembe a megoldasnal, hogy x > 0 és y > 0, ezért az Osszegiik is pozitiv.
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3.7 T T
x1=T+k-2-7r, x2=—T+m~2-7r, x3=T+p-2-7r,
3405. p P 5.0
y1=E+l~2-7r; y2=€+n~2-7r; y3=T+q-2-n’;
3.
x4=—T+u-2~JT,
5.7 A masodik egyenletbdl hatarozzuk meg x-et és ezt helyettesitsiik be az
y4=—T+v‘2~n’.

els egyenletbe!
x=-—1,
3406. y=-1, Fejezzik ki az els6 egyenletbdl y-t és helyettesitsiik be a masodik

i k
z=—+k T.
2
egyenletbe! Szorozzunk a nevezovel és kapunk x-re egy masodfoku egyenletet. Ennek akkor és

csak akkor van valés megoldasa, ha a diszkrimindnsa nemnegativ.

/s T
x1=7+k~7r, x2=7+k~7[,
3407. e e Hasznaljuk fel, hogy cos2x=1—2-sin’x és
n=-gtlm \p=-o+mem

3
cos2y =2 -cos’ y — 1. Ezeket behelyettesitve, kapjuk, hogy sin®* x — cos’ y = 7 ezt alakitsuk

3
szorzattd, majd hasznaljuk fel a masik egyenletet és kapjuk, hogy: sinx + cosy = > Oldjuk

1
sinx — cosy = 5

3
sinx + cosy = >

meg a egyenletrendszert!

T
X2=?+l'2'72',

=—+1[ .
y2 4

x,=k-2-,
3408. {yi=k'7f'

s

Az els6 egyenletbdl kapjuk, hogy x= 2y, ezt he-

lyettesitsiik be a masodik egyenletbe és oldjuk meg az egyenletet!

s
x=—+k 2-m,

3409. q) ‘711' A masodik egyenletet alakitsuk at a kovetkez6 mdodon:
=—-k-2-7.
12 d
)i xX+y xX—y ﬁ + /g
sin ——-cos ——= 2 .
/s
x=—+k 21, |[N=1+12-7,
b) ,61- __ 7 Fejezziik ki az els6 egyenletbdl y-t és helyettesit-
- . |Emn 2
y=o k2w 3

2

IV
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siik be a médsodik egyenletbe, alkalmazzunk egy megfeleld dsszegzési tételt, majd rendezés utan

osszuk el az egyenletet [2 + /5 -mal!

2. 5-m
xl=T+k-27r, x2=—T+l»2-7z',
3410. q) pu 7 Hasonl6 moddon is megoldhatjuk,
y1=?+kv2~7z'; yzz—T—i—l‘Zvﬂ'.
mint az el6z6 feladatot.
s s
x=—+k- 2T, x=n+k 27, x=—+k-2-m,
byl 4 0l 27 a2
—£+k~2-72’ =73 th2om —£—k~2-7[
1 : "% ’
s
x=—+k+1)nx,
3411. ) 76T Adjuk 6ssze a két egyenletet, majd alkalmazzuk a megfeleld
yzg-l—(k—l)w.

T T
x=—+k+D-71, |x,=——+Ck+0)-m,

Osszegzési tételt! b) ; 7?; Hasznaljuk fel a tangens
y1=?+(l—k)'7f; y2=—?+(k—l)-7f.

definiciojat! Majd az els6 egyenletet hasznaljuk fel a masodik egyenlet atalakitisdban és

kapjuk, hogy: cosx-cosy = T

Ezt adjuk 0ssze el6szor az elsé egyenlettel, majd masodszor pedig vonjuk ki bel6le az els6
egyenletet, kapjuk a kovetkez6 egyenletrendszert:
cosx-cosy+sinx-siny =1

. .1 Alkalmazzuk a megfeleld Osszegzési tételeket, majd oldjuk
COSX-Ccosy— sinx-siny=— —

5 7
x,=——+k+hm, |x=—+k+] 7

meg az egyenletrendszert! ¢) 1,2” 1% T El6szor ad-
yl=w+(k—1)‘ﬂ'; y2=—w+(k—l)'ﬂ'.

juk Ossze a két egyenletet, majd mésodszor vonjuk ki egymdsbdl a két egyenletet! Ekkor egy
Gjabb egyenletrendszert kapunk. Alkalmazzuk a megfeleld 6sszegzési tételeket és ekkor ismét

5
XI=T+(I€+I)'7T,

Gjabb egyenletrendszert kapunk, amelyet mar konnyen megoldhatunk. d) T
=gt =k

T T 5.7
X,=——+k+1) m, ==+ k+1) m, x,=——+k+I) nx,
3 3 12 H .
5.7 5.7 T asonldan
== — — ST = — — ST =— — 4+ — - TT.
O R i e (R T P (R

oldhatjuk meg, mint az el6z6 feladatot.
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/s s s
x=—+k2nm, |x,=—=+k 2 m, X;=——+n-2-m,
3412. 3 3 20
y1=?+l~2‘7r; y2=—?+m~2~7z'; y3=?+l-2~7r;
s
x,=——+tn2m,
7?; Az elsd egyenletet alakitsuk at a kovetkezd alakira a megfeleld azonos-

y4=—?+m<2'7[. Iv

1 1
sag segitségével: el (cosx + cosy) = > Fejezziik ki innen példaul cosy értékét €s helyettesit-

siik be a masodik egyenletbe!

T 4 T
x1=?+m-2-7r, x2=T+m-2-n’, x3=§+m-2-7r,
3413. ) = P P
y1=€+k~2v71'; y2=Z+k-2vn’; y3=—g+k-2-7[;
2 T T 4-
x4=T+m~2~n’, x5=—?+p-2~71', x6=—?+p~2‘r£, x7=T+p‘2~7r,
T 5w S5 5.
y4=—g+k~2~7r; y5=T+n~2-7z'; y6=—T+n~2~ﬂ'; y7=T+n~2~7[;
4.
x8=T+p~2~7r,
5.7 Alkalmazzuk a kovetkezé azonossdgokat: cos2x=1— 2-sin’x;
y8=—?+n-2-71'.

cos2y=2-cos’y— 1. Ezeket felhasznilva az els6 egyenletbsl a kovetkez6t kapjuk:

sin® x + cos’ y = > Oldjuk meg a masodik egyenletbdl és az 1j egyenletbdl kapott egyenlet-

Vs Vs T
x,;=—+(k+m)-m, X,=———+k+m)mx, X=——+@+m)m,
rendszert! b) 4 12 12
: Vs b 5
ylz—ﬁ—i—(k—m)ﬂ'; y2=Z+(k—m)~7T; y3=—T+(p—m)~n';

T
x4=T+(p+m)~7r,
_7-7rJr
V4= 12 p-m)r.

A maésodik egyenletet a kovetkezd alakra hozhatjuk a szinuszok

2+ 2y -2 1
2 2 2

Osszegének szorzatta alakitasara vald azonossag segitségével: 2 - sin
ebbdl az els6 egyenlet felhasznalasaval kapjuk, hogy: cos(x —y) = >

5. Vs
T +(@m+n) 2 mx, x2=—Z+(n+m)-7T,

5.7
y1=I+(n—m)~2~71'; y2=—7+(n—m)~7r;

3414. a)
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17-7 3.
%=1 +(m+n) 2-m, x4=T+(m+n)-2-7r,

3. 177 Mindkét egyenletet alakitsuk
y3=—T+(n—m)-2-7r; V== +Mn—m)2 .

xX+y . x—y
sin 5

at a megfeleld azonossagok segitségével a kovetkezG alakura: 2 - cos

/6 -2 x+y x-y Jo+/2
=f; 2-cos - COS =

2 2 4

. Osszuk el egymassal a két 1ij egyenletet

T T
r— x=—=+mn+m)2-n, |x,=—+(@m+n)2m,
és kapjuk, hogy: tg TyZZ—/g. b) ;; 2_
y,=€+(m—n)-2-ﬂ; y2=?+(m—n)~2-71';
T T
Xy= +(@m+p) 2, x4=?+(m+p)<2-7r,
b 13-7
V=5 +m-p)2m Vo= +(m—p)2-m
b - S
x1=?+(m+n)-7f, x2=w+(m+n)-7f, x3=T+(m+n)-7r,
3415. q) 5.1 o 7
Y1=W+(m_”)'7f§ y2=?+(m—n)-7z'; y3=T+(m—n)-7T;
x,=——+(m+n) nx,
51-277 Hasznaljuk fel a tangens és a kotangens definicigjat! Legyena = 2 és
yi= et n=m)
2 .
b=21+ 3 /g . Ekkor az elsd egyenletet a kdvetkezd alakra hozhatjuk:

sin(x+y)=a-cosx-cosy. Mig a masodik egyenletet a kovetkezd alakra hozhatjuk:
sin (x +y) = b - sin x- sin y. Ezeket alakitsuk at még a kovetkez6 mddon:

(1) sin(x+y)=5~a~cos(x—y)+E'a'COS(XJFY)éS

1 1
(2) sin (x +y) = > “b-cos (x —y)— > -b-cos (x +y). Az (1) egyenletet szorozzuk b-vel, a (2)

egyenletet szorozzuk a-val, majd a kapott els6 egyenletbdl vonjuk ki a kapott méasodik egyen-

a
letet, kapjuk, hogy: (b —a)-sin (x +y)=a-b-cos (x +y), ebbdl (¥)tg (x +y) = b—a Ha
—a

most dsszeadjuk a b-vel, illetve a-val val6 szorzas utdn kapott egyenleteket , akkor azt kapjuk,
hogy (**) (@ +b)-sin (x +y) =a-b-cos (x —y). A(*) és (**) egyenletekbdl all6 egyenletrend-
szert mar kdnnyebben megoldhatjuk, f6leg, ha visszahelyettesitjik a, illetve b értékeit.

Vs S
" x1=Z+(n+m)-7T, x2=T+(m+n)-ﬂ,
T T
W=——=+m+n) m; V,=——+(m—n)

12 4
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T 11-7
=——+(m+n) = + (m+n)-
X3 4 (m I’l) T, Xy 12 (m n) T,
T b
V= tm—n)m Vo= T m—n)
x=nrn+k-m,
3416. a) y= 2T k. . Amasodik egyenletet alakitsuk at a kovetkezS alakdra:
3 .
5
1 1 X=T+k'7[,
E-(cos(x—l—y)—lr cos(x —y)) = Z<1 +/§> b) 5. Alakitsuk 4t a mésodik
y=————k-m.
6

egyenletet a kovetkezo alakava: (cos (x y) — cos(x +y)) =

! 3/2-/6
< :

2
3 T
x=—+k T, x2=—?—m~7r,
3417. a) 3.7
y_E—k . Y2 4 +tm-w
3-7
f=kem l =" ko,
3418.4)0 T _, " 3l+ T b) &
s =—1-7. -
3 Y2 y B k-m
s
xlzk T, x2—7+m T,
3419 N T
Iy ’ M= mmen
s /s s
x=—+k-m, x1=7+k~n', X,=—+m-m,
3420. q) 4 b) 2 3
—+k-T. =——k-m; =—-m- 7.
Y=1 k-m =3 k-m; |y, S TmT
T 5.
xlzgﬂ—k-ﬁ, x2=T+m-7r, x=g+k,
3421. q) p T b) 1
ylzg—k»r[; V=g T mem y=—g+k.
b4 b4
x,=—+m+k) mx, x2=—?+(m+k)-7r,
3422. P e Alkalmazzuk a tangens definicio-
y1=?+(m—k)~71; y2=—?+(m—k)~71

jat, ekkor kapjuk a masodik egyenletbdl, hogy 4-cosx-cosy =1, ha felhasznaljuk kdzben
az els6 egyenletet is. Adjuk Ossze az 1] egyenletet az elsé egyenlettel, kapjuk, hogy
cosx-cosy+sinx-siny = 1. Ezutdn a korabban kapott egyenletb6l most vonjuk le az els6

egyenletet, kapjuk, hogy: cosx-cosy — sinx-siny = — 5"

IV
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Majd alkalmazzuk a megfeleld 0sszegzési tételeket és a kapott 1] egyenletrendszert mér kony-
nyen megoldhatjuk.
x=k-n+m)x
3423. y=n+k—m) n . Adjuk 0ssze az els6 két egyenletet, majd ebbdl vonjuk le a
z=(1+6-n—k—-—m)-x
harmadik egyenletet! Kapjuk, hogy sinx + siny — sinz + sin(x + y + z) = 0.
(sinx + siny) + (sin(x +y + z) — sinz) = 0. Alakitsuk szorzatta a zargjeles kifejezéseket:
xX+y X — X+y+z+z | x+y+z-—z

2-sin - COS + 2-cos 3 -sin 3 =0,

oox+ty xX—=y x+y+2-z . . L .
sin -|cos + cos — |7 0. Alakitsuk szorzatta a zardjeles kifejezést! Kis
; o ; . .oX+y x+z y+z o 3
atalakitas utan kapjuk, hogy sin > cos > cos 5~ 0. Ebbdl elébb-utébb: x +y =

=k-2m; x+z=mw+m-2-w; y+z=x+n-2- 7. Oldjuk meg a kapott egyszerii egyenlet-
rendszert!

Néhany nehezebb trigonometriai feladat

3424. {; z ? 5. - Gondoljuk meg, hogy 3"+ 37*=< 2. Alkalmazzuk a negativ kitevsji hat-
vany definicidjat, szorozzunk a nevezdvel, rendezziik nullara és oldjuk meg a 3*-re méasodfoku
egyenlStlenséget! Vegyiik észre, hogy teljes négyzetet alakithatunk ki: (3*— 1)*< 0, ebbdl ko-
vetkezik, hogy 3" =1, azazx = 0.

3425. A haromszog oldalai 4; 5; 6 egységnyiek, a szogei =~ 41,4°% =~ 55,8% ~ 82,8°. Legyen az
n — 1 hossztisagu oldallal szemkozti sz0g x, az n + 1 hosszisaga oldallal szemkozti szog 2 - x,

ekkor az n hosszusagi oldallal szemkozti szog 180° —3-x. A szinusztételt alkalmazva

n+1 sin2x 1 n+1
= — , ebbsl elébb-utébb cosx=—- .
n—1 sinx 2 n—1

(n— 1)2 =n’+(n+ 1)2—2-n(n+ 1)-cosx. Ebbsl cosx=

Alkalmazzuk a koszinusztételt!
n+4

2-n+1)°

cosx-re kapott két egyenletet, akkor azt kaphatjuk a kapott

egyenlet megoldésa utan, hogy n = 5.

r

3426. Legyen K az A'B’ szakasz felezGpontja, OK=——,
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OF —sin|Z — 1. Ezekbol @=45"~30°(=15). ——=
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